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1 Introduction
Ce travail constitue la suite d’une e´tude portant sur la recherche d’hypersurfaces com-
pactes d’un espace fibre´ vectoriel Riemannien a` courbure moyenne prescrite [4]. On de´signe
par (M, g) une varie´te´ Riemannienne compacte sans bord, de dimension n ≥ 1 et (E, g˜)
un fibre´ vectoriel Riemannien sur M de rang m ≥ 2. On note Σ le fibre´ unitaire corres-
pondant et E∗ le fibre´ E prive´ de la section nulle. Dans [4], on a mis en e´vidence une
hypersurface de E∗ admettant une courbure moyenne e´gale a` K, une fonction C∞ stricte-
ment positive donne´e sur E∗, et de´finie comme la trace de la seconde forme fondamentale
relativement a` la me´trique induite par une me´trique Riemannienne G sur E. La solution
est donne´e sous la forme d’un graphe radial Y construit sur Σ, i.e. une application de Σ
dans E∗ du type ξ 7→ eu(ξ)ξ, ou` u ∈ C∞(Σ) est une fonction inconnue qu’on prolonge a` E∗
en la maintenant radialement constante. Les calculs ont e´te´ e´ffectue´s dans la connexion
D de Sasaki.
La ge´ome´trie du fibre´ ambiant permet de de´finir d’autres notions de courbure moyenne
pour les graphes radiaux Y . Une premie`re est de´finie comme suit : si x ∈ M et si ξ ∈
Yx = Ex ∩ Y , la courbure moyenne verticale de Y au point ξ est la courbure moyenne en
ξ de la fibre Yx conside´re´e comme hypersurface de Ex. La recherche d’un graphe radial a`
courbure moyenne verticale prescrite revient a` la re´solution sur Σ d’une e´quation elliptique
de´ge´ne´re´e. Celle-ci est mise en e´vidence a` la troisie`me section de cet article.
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2 Cherrier, Hanani
Dans le cadre euclidien, i.e. quand M est re´duite a` un point, les deux courbures
moyenne et moyenne verticale co¨ıncident. Un the´ore`me de Bakelman et Kantor [2] assure
en dimension 3 l’existence d’une telle hypersurface sous la condition que la fonction K
de´croˆıt plus vite que la courbure moyenne de sphe`res concentriques , i.e. il existe deux
re´els r1 et r2 tels que 0 < r1 ≤ 1 ≤ r2 et
(1.1) K(ξ) >
m− 1
‖ξ‖ si ‖ξ‖ < r1, K(ξ) <
m− 1
‖ξ‖ si ‖ξ‖ > r2
jointe a` l’hypothe`se de monotonicite´
(1.2)
∂ [rK(rξ)]
∂r
≤ 0, pour tout ξ ∈ Σ.
Une autre preuve, valable en toute dimension, est donne´e par Treibergs et Wei [9] sous
les conditions pre´ce´dentes. L’hypothe`se (1.2) leur a permis d’appliquer la me´thode de
continuite´ et leur donne l’unicite´ a` homothe´tie pre`s.
Dans le cadre des fibre´s envisage´s ici, le fait que l’e´quation a` re´soudre soit de´ge´ne´re´e
complique radicalement sa re´solution. D’autre part, une hypothe`se du type (1.2) n’assure
plus l’unicite´ meˆme a` homothe´tie pre`s. Cependant, et bien qu’une re´solution avec une
donne´e quelconque n’e´tait pas a priori pre´visible, c’est une e´tude munitieuse de cette
e´quation qui ame`ne le re´sultat suivant.
The´ore`me 1. Soit K ∈ C∞(E∗) une fonction partout strictement positive telle que
K(ξ) = K(pi(ξ)) pour tout ξ, ou` pi est la projection naturelle de E sur M. Il existe alors
un graphe radial a` courbure moyenne verticale e´gale a` K.
L’hypothe`se faite sur K signifie qu’elle est le rele`vement vertical a` E d’une fonction
strictement positive de C∞(M). Quant a` la preuve, elle utilise un calcul direct ou` l’on
donne explicitement une solution du proble`me. Remarquons que dans ce cas e´le´mentaire,
l’hypothe`se (1.2) n’est pas satisfaite. En effet, partout dans E∗, on a :
∂ [ρK(ρξ)]
∂ρ
= K > 0, quel que soit ξ ∈ Σ.
Par un argument de degre´ de´veloppe´ dans le cadre fonctionnel C∞ par Nagumo [8], et
dont l’application repose sur l’obtention d’une estime´e a priori dans C∞(Σ), on de´montre
le the´ore`me suivant.
The´ore`me 2. Soit K ∈ C∞(E∗) une fonction partout strictement positive. On suppose
qu’il existe deux re´els r1 et r2, 0 < r1 ≤ 1 ≤ r2, tels que les ine´galite´s (1.1) soient
satisfaites. Il existe alors un graphe radial Y a` courbure moyenne verticale donne´e par K,
et tel que r1 ≤ ‖ξ‖ ≤ r2 pour tout ξ ∈ Y.
A pre´sent, on s’inte´resse au proble`me de la courbure moyenne horizontale pour les
graphes radiaux. Celle-ci est de´finie comme suit. Soit
{ei, eα | i = 1, ..., n et α = n+ 1, ..., n+m}
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un repe`re mobile tangent a` E, ou` les ei sont des champs de vecteurs horizontaux obtenus
par rele`vement horizontal d’un repe`re mobile sur M , les eα sont des champs de vecteurs
verticaux et ou` en+m = ν est le champ radial unitaire. Si ξ ∈ E∗, les n vecteurs ei(ξ), 1 ≤
i ≤ n, forment une base du sous-espace horizontal HξE de TξE. Au point Y(ξ) du graphe
radial Y , les n vecteurs wi = DY(ei) forment une base du sous-espace DY(HξE) = HY(ξ)Y
de TY(ξ)Y . Notons ν˜(Y(ξ)) l’orthogonal unitaire de HY(ξ)Y dans HY(ξ)E ⊕Rν(Y(ξ)). Les
composantes de la seconde forme fondamentale horizontale L sont de´finies par
L(wi, wj) = G(Dwi ν˜, wj), 1 ≤ i, j ≤ n,
et la courbure moyenne horizontale de Y au point Y(ξ) est alors la trace de L relativement
a` la me´trique induite par G sur HY(ξ)Y . L’existence d’un graphe radial Y a` courbure
moyenne horizontale prescrite revient a` re´soudre sur Σ une e´quation elliptique de´ge´ne´re´e.
Celle-ci est donne´e a` la seconde section de cette e´tude. Elle ne peut admettre une solution
si la fonction prescrite K est partout strictement positive ou partout strictement ne´gative ;
cette remarque justifie les hypothe`ses du re´sultat suivant.
The´ore`me 3. Soit K ∈ C∞(E∗). On suppose qu’il existe deux re´els r1 et r2, 0 < r1 ≤
1 ≤ r2, tels que K(ξ) > 0 si ‖ξ‖ < r1 et K(ξ) < 0 si ‖ξ‖ > r2. Il existe alors un graphe
radial Y a` courbure moyenne horizontale donne´e par K et tel que r1 ≤ ‖ξ‖ ≤ r2 pour tout
ξ ∈ Y
On pre´sente la suite cette e´tude en quatre parties. La dernie`re section est consacre´e a` la
preuve des the´ore`mes 1, 2 et 3. On y trouve aussi des exemples montrant que l’hypothe`se
de croissance du the´ore`me 2 est, dans un certain sens, la meilleure possible ainsi qu’un
exemple de non unicite´ meˆme a` homothe´tie pre`s, la condition de monotonicite´ (1.2) e´tant
satisfaite. Les estimations a priori ne´ce´ssaires pour re´soudre dans les diffe´rents cas sont
regroupe´es a` la quatrie`me partie. Une mise en e´quation est pre´sente´e a` la troisie`me partie
et, pour plus de monotonie, on donne, a` la seconde partie de cet article, quelques rappels
pre´liminaires et on renvoie a` [4] pour plus de de´tails.
2 Rappels et notations
1- Soit (M, g) une varie´te´ Riemannienne compacte sans bord de dimension n ≥ 1.
Soient (E, g˜) un fibre´ vectoriel Riemannien sur M de rang m ≥ 2, pi la projection naturelle
de E surM et E∗ le fibre´ E prive´ de la section nulle. On note∇ la connexion de Levi-Civita
de la varie´te´ (M, g) et ∇˜ une connexion me´trique sur le fibre´ (E, g˜).
Soient U un ouvert de M muni de coordonne´es (xi)1≤i≤n, i = ∂∂xi et Γ
k
ij les symboles de
Christoffel de ∇ et (sα)n+1≤α≤n+m un repe`re de sections de E au dessus de U . pi de´signant
la projection de E sur M , si ξ ∈ pi−1(U) et x = pi(ξ), on e´crit ξ = yαsα(x) ; (xi, yα)i,α est
alors un syste`me de coordonne´es sur pi−1(U). Notons Γβiα les symboles de Christoffel de ∇˜
de´finis par ∇˜isα = Γβiαsβ. Le rele`vement horizontal ei de i est donne´ par
(2.1) ei =
∂
∂xi
− yαΓβiα
∂
∂yβ
.
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Si eα =
∂
∂yα
, S = {ei, eα}i,α est un repe`re mobile tangent a` pi−1(U). On de´finit sur E une
me´trique Riemannienne G en posant
(2.2) G(ei, ej) = g(i, j), G(eα, eβ) = g˜(eα, eβ), G(ei, eα) = 0,
ou` on identifie tout vecteur vertical a` un point de E, et on conside`re la connexion D de
Sasaki [10] de´finie par
(2.3) Deiej = Γ
k
ijek, Deieα = Γ
β
iαeβ, Deαei = Deαeβ = 0.
D’apre`s [10], la connexion D est compatible avec la me´trique G et, ne co¨ıncide pas avec
la connexion de Levi-Civita de G ; sa torsion T est non nulle et de´pend de la courbure de
∇˜. Rappellons que les composantes dans S du tenseur de courbure R de D sont donne´es
par
Rdcab = G
(
(Deaeb −Debea −D[ea,eb])ec, ed
)
,Rdcab = GdeRecab
et un calcul direct montre, pour 1 ≤ i, j ≤ n et n+ 1 ≤ α, β, λ, µ ≤ n+m, que
(2.4) Riα β j = R
λ
α β j = R
i
α β µ = R
λ
α β µ ≡ 0.
2- On note Σr = {ξ ∈ E | ‖ξ‖ = r}, Σ = {ξ ∈ E | ‖ξ‖ = 1}, pi1 la projection naturelle du
fibre´ Σ sur M , r la fonction r(ξ) = ‖ξ‖ et ν le champ radial unitaire. Sur l’ouvert pi−1(U)
muni des coordonne´es (xi, yα), 1 ≤ i ≤ n et n + 1 ≤ α ≤ n + m, le champ ν est donne´
par
(2.5) ν = r−1yα
∂
∂yα
.
Il est normal a` Σ et donc l’espace tangent a` Σ au point ξ ∈ Σ est une somme directe du
sous-espace horizontal HξE de TξE et de l’espace tangent a` la fibre de Σ passant par ξ.
Dans ce qui suit, le parame`tre µa sera e´gal a` 0 ou 1 selon que la direction a est verticale
ou horizontale. Fixons un repe`re mobile tangent a` E de la forme
R = {ei, eα | i = 1, ..., n et α = n+ 1, ..., n+m},
ou` les ei sont des champs de vecteurs horizontaux obtenus par rele`vement horizontal d’un
repe`re mobile (i)1≤i≤n sur M et ou` les eα sont des champs de vecteurs verticaux avec
en+m = ν. On notera
R∗ = {ωA, A ≤ n+m}
le corepe`re dual de R. Appliquons D a` ea, l’expression de Dea dans la repe`re R nous
permet d’introduire la matrice (ωAB) de 1-formes de´finie par les e´galite´s
(2.6) DeA = ω
B
A ⊗ eB.
Du fait que ν est unitaire et puisque D est G-me´trique, on voit que
G(Deaν, ν) = 0, pour tout 1 ≤ a ≤ n+m.
On en de´duit que
(2.7) ωn+mn+m = 0.
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D’autre part, utilisons la de´finition de D et l’expression (2.5) de ν, on montre que, partout
sur Σr, on a
(2.8) Deaν = (1− µa)r−1ea pour a ≤ n+m− 1.
Reportons dans (2.6), il en de´coule que, partout sur Σr, on a
(2.9) ωan+m = (1− µa)r−1ωa pour a ≤ n+m− 1
et par suite, reportons (2.7) et (2.9) dans (2.6), on obtient
(2.10) Dνν = 0.
Or,D e´tantG-me´trique,G(Debea, ν) = −G(ea, Debν). Donc, compte tenu de (2.8), partout
sur Σr, on aura
(2.11) ωn+ma (eb) = −(1− µb)r−1Gab pour a, b ≤ n+m− 1.
Combinons (2.4), (2.11) et l’e´quation de Gauss, on obtient l’expression suivante du type
de composantes dans R du tenseur de courbure R˜ de Σ qui sera utilise´ ulte´rieurement :
(2.12) R˜jαβγ = R˜
j
αβi = R˜
γ
αβi = 0, n+ 1 ≤ α, β, γ ≤ n+m− 1 et 1 ≤ i, j ≤ n,
et
(2.13) R˜λαβµ = δ
λ
βGαµ − δλµGαβ, n+ 1 ≤ α, β, λ, µ ≤ n+m− 1.
3- Soit u ∈ C 2(Σ) une fonction qu’on prolonge a` E∗ en la maintenant radialement
constante. Dans le corepe`re R∗, la diffe´rentielle de la fonction u est donne´ par
du =
n+m−1∑
a=1
Dauω
a.
La composante Dau est homoge`ne de degre´ (µa − 1). De meˆme, on a
Dabu = D
2u(ea, eb) = (DeaDu)(eb).
D’ou`
Dabu = Dea
(
Du(eb)
)
−Du(Deaeb)
et on ve´rifie que la composante Dabu est homoge`ne de degre´ (µa +µb− 2). En particulier,
on peut e´crire
Daνu = Dea (Du(ν))−Du(Deaν) = −Du(Deaν).
La dernie`re e´galite´ de´coule du fait que u est une fonction radialement constante. Sur Σr,
la relation (2.8) implique alors que
(2.14) Daνu = −(1− µa)r−1Dau pour a ≤ n+m− 1.
Tenons compte de la relation (2.10), un calcul analogue montre que
(2.15) Dννu = 0.
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3 Mise en e´quation
On conserve les notations du dernier paragraphe et on conside`re l’application Y de Σ
dans E telle que
Y(ξ) = eu(ξ)ξ, pour ξ ∈ Σ,
ou` u ∈ C 2(Σ) est une fonction qu’on prolonge a` E∗ en la maintenant radialement
constante.
1- Dans ce paragraphe, on donne l’e´quation qui permet de prescrire la courbure moyenne
verticale. Quand les lettres grecques sont utilise´es comme indice, celles ci repre´sentent des
directions verticales et de´crivent l’ensemble {n+ 1, ..., n+m− 1}. Avec le choix ante´rieur
du repe`re R, on voit que
R1 = {eα, ν | α = n+ 1, ..., n+m− 1}
est un repe`re mobile tangent aux fibres de E. Notons par D la connexion induite par D
sur les fibres de E. Les (m − 1) champs de vecteurs eα, α ∈ {n + 1, ..., n + m − 1}, sont
tangents aux fibres de Σ, on en de´duit que les (m− 1) champs de vecteurs
Eα = DY (eα) = eα + e
uDαu.ν, α ∈ {n+ 1, ..., n+m− 1}
forment un repe`re mobile tangent aux fibres de Y . Les composantes de la me´trique induite
h sont donne´es par
hαβ = G(Eα, Eβ) = Gαβ + e
2uDαuDβu
et on ve´rifie que
hαβ = Gαβ − f 2e2uDαuDβu, f = (1 + e2uDαuDαu)− 12 .
Le champ unitaire de´fini par
ν˜ = f(ν − euDαueα)
est normal aux fibres de Y et, compte tenu de ce choix, la courbure moyenne d’une fibre
Yx = Y ∩ Ex conside´re´e comme une hypersurface de Ex est de´finie par
MYx = hαβG(DEα ν˜, Eβ).
Enfin, si ξ ∈ Yx, la valeur de la courbure moyenne verticale du graphe Y au point ξ est
MvY (ξ) =MYx (ξ).
La de´finition de la connexion D implique que Dνeα est un champ de vecteurs verticaux
donc, tenons compte de la relation (2.8), en un point de Y , on obtient
(3.1) Dνeα = Dνeα = e
−ueα.
La relation (2.14) se traduit alors sur chaque fibre par la suivante :
(3.2) Dανu = −e−uDαu pour n+ 1 ≤ α ≤ n+m− 1.
Cette dernie`re peut eˆtre e´tablise par un calcul analogue au pre´ce´dent. Ainsi, tenons compte
de (3.1), la de´finition de la de´rive´e covariante permet d’en de´duire que
(3.3) Dν(Dαu) = Dναu+Du(Dνeα) = 0.
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D’autre part, usons du fait que Dνu = 0 et puisque Dνν = 0, la relation (3.3) permet
d’e´crire
DEαEβ = Deα(eβ + e
uDβu.ν) + e
uDαuDνeβ.
Or, la de´finition de la connexion D montre que Deαeβ est un champ de vecteurs verticaux.
Donc, compte tenu de (2.11) qui dit que ωn+mβ (eα) = −e−uGαβ, on obtient
Deαeβ = Deαeβ =
n+m−1∑
n+1
ωγβ(eα)eγ − e−uGαβν
et par suite, (3.1) implique
(3.4)
DEαEβ =
n+m−1∑
n+1
ωγβ(eα)eγ − e−uGαβν + eu(eα.Dβu)ν
+Dβueα +Dαueβ + e
uDαuDβuν.
La de´finition de la de´rive´e covariante donne
Deα(Dβu) = Dαβu+
n+m−1∑
n+1
ωγβ(eα)Dγu.
Reportons dans (2.4), la relation qui en re´sulte peut s’e´crire sous la forme
DEαEβ = ω
γ
β(eα)Eγ +DβuEα +DαuEβ
+e−u[−hαβ + e2uDαβu]ν
et par suite, eu e´gard au fait que G(Eα, ν˜) = 0, on obtient :
G(DEαEβ, ν˜) = fe
−u[−hαβ + e2uDαβu].
Ainsi et puisque G(DEα ν˜, Eβ) = −G(DEαEβ, ν˜), on ve´rifie qu’au point eu(ξ)ξ ∈ Yx, on a :
feuMYx = (m− 1)− e2uhαβDαβu.
Prenons l’image inverse sur Σx de cette e´quation, compte tenu de l’homoge´ne´ite´ des
de´rive´es covariantes de u, au point ξ ∈ Σx, on doit avoir :
(3.5) h
αβ
Dαβu = (m− 1)(1 +DαuDαu)− (1 +DαuDαu) 32 euMYx ,
ou` h
αβ
= (1 +DγuD
γ
u)Gαβ−DαuDβu. A pre´sent pour toute direction verticale α, on a :
Dαu = Dαu. D’autre part, pour tout α, β ∈ {n+ 1, ..., n+m− 1}, utilisons la de´finition
de la de´rive´e covariante, on peut e´crire
Dαβu = eα(Dβu)−Du(Deαeβ).
L’e´quation de Gauss, le fait que u est une fonction radialement constante et puisque Deαeβ
est vertical impliquent que
Du(Deαeβ) = Du(Deαeβ) = Du(Deαeβ).
8 Cherrier, Hanani
Ainsi Dαβu = Dαβu. Reportons dans l’e´quation ci-dessus, on obtient l’e´quation de la
courbure moyenne verticale
(3.6)
∑
n+≤α,β≤n+m−1
BαβDαβu = (m− 1)(1 + v1)− (1 + v1) 32 euMvY (euξ),
ou` l’on a note´ Bαβ = (1 + v1)G
αβ −DαuDβu et v1 =
∑
n+1≤α≤n+m−1DαuD
αu.
Remarquons que les calculs de la section pre´ce´dente montrent que, pour tout r > 0,
on a : MvΣr = (m− 1)r−1.
2- Donnons ici l’e´quation de la courbure moyenne horizontale d’un graphe radial sur
Σ. Dans la suite, quand les lettres alphabe´tiques sont utilise´es comme indice, celles ci
repre´sentent des directions horizontales et varient entre 1 et n. Si ξ ∈ E∗, les n vecteurs
ei(ξ), 1 ≤ i ≤ n,, forment une base du sous-espace horizontal HξE de TξE. Au point Y(ξ)
du graphe radial Y : ξ ∈ Σ 7→ eu(ξ)ξ, les n vecteurs
Ei = DY(ei) = ei + euDiuν, 1 ≤ i ≤ n,
forment une base du sous-espace DY(HξE) = HY(ξ)Y de TY(ξ)Y . Les composantes de la
me´trique h induite sur HY(ξ)Y sont donne´es par
hij = G(Ei, Ej) = Gij + e
2uDiuDju
et la re´solution de l’e´quation hijhjl = δ
i
l donne les composantes contravariantes de celle-ci,
on ve´rifie que
hij = Gij − f 2e2uDiuDju; f = (1 + e2uDiuDiu)− 12 .
Notons ν˜(Y(ξ)) l’orthogonal unitaire de HY(ξ)Y dans HY(ξ)E ⊕ Rν(Y(ξ)). Celui-ci est
donne´ par
ν˜ = f(ν − euDiuei).
Les composantes de la seconde forme fondamentale horizontale L sont de´finies par
L(Ei, Ej) = G(DEi ν˜, Ej), 1 ≤ i, j ≤ n,
et, avec le choix pre´ce´dent de ν˜, la courbure moyenne horizontale de Y au point Y(ξ) est
de´finie comme e´tant la trace de L relativement a` la me´trique induite h.
Tout d’abord la de´finition de la connexion D implique que
(3.7) Dνei = 0.
D’autre part, les relations (2.14) et (2.15) se traduisent par
Diνu = Dννu = 0 pour 1 ≤ i ≤ n.
Ainsi, tenons compte de (3.7), la de´finition de la de´rive´e covariante permet d’en de´duire
que
(3.8) Dν(Diu) = Dνiu+Du(Dνei) = 0.
Par suite, tenons compte du fait que Dνν = 0 et le fait que u est une constante radiale,
les relations (3.7) et (3.8) donnent
(3.9) DEiEj = Deiej + (e
uei.Dju)ν + e
uDiuDjuν.
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Or, il de´coule de la de´finition de D que Deiej est un champ de vecteurs horizontaux. Donc,
la relation (2.6) s’e´crit
Deiej =
n∑
1
ωkj (ei)ek.
Tenons compte de cette relation, la de´finition de la de´rive´e covariante permet d’e´crire
(3.10) Dei(Dju) = Diju+
n∑
1
ωkj (ei)Dku.
Reportons ces deux dernie`res relations dans (2.9), on obtient
DEiEj =
n∑
1
ωkj (ei)Ek + e
u
(
DiuDju+Diju
)
ν
et par suite, eu e´gard au fait que G(Ek, ν˜) = 0 pour k ≤ n, on obtient
G(DEiEj, ν˜) = fe
u
(
DiuDju+Diju
)
.
Tenons compte du fait que G(DEi ν˜, Ej) = −G(DEiEj, ν˜) et saturons par hij, on trouve
l’expression suivante :
f−1euMhY (euξ) = hij
(
− e2uDiuDju− e2uDiju
)
.
Prenons l’image inverse de cette e´quation sur Σ, compte tenu de l’homogene´ite´ de degre´
0 des de´rive´es covariantes horizontales de u, on obtient l’expression de´sire´e :
f−1euMhY (euξ) = −e2uDiuDiu− e2uhijDiju.
Ainsi, la recherche d’un graphe radial Y a` courbure moyenne horizontale donne´e par une
fonction K revient a` la re´solution sur Σ de l’e´quation elliptique de´ge´ne´re´e suivante :
(3.11)
∑
1≤i,j≤n
Cij(u)Diju = −v2 − (1 + e2uv2) 32 e−uK(euξ),
ou` on note Cij(u) = (1 + e2uv2)G
ij − e2uDiuDju et v2 =
∑
1≤i≤nDiuD
iu. Remarquons
que le principe du maximum implique que si K est partout strictement positive ou bien
partout strictement ne´gative, l’e´quation (3.11) n’admet pas de solution. D’autre part, les
calculs de la section pre´ce´dente montrent que, pour tout r > 0, on a : MhΣr = 0.
4 Estimations a priori
Lemme 1. Soient K ∈ C 1(E∗) une fonction partout strictement positive et u ∈ C 3(Σ)
une solution de l’e´quation
(4.1) Aab(u)Dabu = F (ξ, u),
ou`
Aab(u) = (1 + v1 + v2)G
ab −DauDbu
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et
F (ξ, u) = −(v1 + v2)2 + (m− 1)(1 + v1)− (1 + v1)3/2euK(euξ)
telle qu’il existe deux re´els r1 et r2 ve´rifiant : 0 < r1 ≤ eu ≤ r2. Notons Σr1,r2 = {ξ ∈ E |
r1 ≤ ‖ξ‖r2}. Il existe alors une constante positive C0 ne de´pendant que de la ge´ome´trie des
varie´te´s (M, g) et (E, g˜), r1, r2, maxΣr1,r2K et ‖K‖C 1(Σr1,r2 ) telle que |Du| ≤ C0 partout
dans Σ.
De´monstration. Soient u ∈ C 3(Σ) une solution de (4.1), ` un re´el strictement positif fixe´
ulte´rieurement et Γ la fonctionnelle de´finie, sur Σ, par
Γ(u) = (1 + v)e`u, avec v = v1 + v2.
En un point ξ ∈ Σ ou` Γ(u) atteint son maximum, on a
(4.2)
DaΓ
Γ
=
Dav
1 + v
+ `Dau = 0
et
AabDabΓ ≤ 0
c’est-a`-dire, tenons compte de (4.1),
(4.3) AabDabv − A
abDavDbv
1 + v
+ `(1 + v)F ≤ 0.
Or,
AabDabv = 2A
abDcauDbcu+ 2A
abDabcuD
cu.
Une permutation de l’ordre des indices de de´rivation covariante dans le terme des de´rive´es
troisie`mes, celle-ci ge`ne`re des termes en torsion et en courbure, montre que
(4.4) AabDabv = 2A
abDcauDbcu+ 2A
abDcabuD
cu+ 4E1 + E2,
ou` les termes E1 et E2 sont donne´s par
(4.5) E1 = −AabT dacDbduDcu
et
(4.6) E2 = −2Aab
(
R˜d bac +DaT
d
bc − T hacT dhb
)
DduD
cu.
De´rivons une fois l’e´quation (1.1) dans la direction ec, il vient :
AabDcabu+ (DcA
ab)Dabu = DcF.
Saturons cette e´quation par Dcu et de´veloppons (DcA
ab), on obtient :
(4.7)
AabDcabuD
cu = DcFD
cu−DcvDcuDaau
+Dc
auDcuDbuDabu+Dc
buDcuDauDabu.
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D’apre`s (4.1), on peut e´crire Daau =
F +DauDbuDabu
1 + v
et donc
DcvD
cuDaau =
F
1 + v
DcvD
cu+
DauDbuDabuDcvD
cu
1 + v
.
Il en de´coule que
(4.8) DcvD
cuDaau =
FDcvD
cu
1 + v
+
2
(
DauDbuDabu
)2
1 + v
.
La de´finition des composantes Aab montre que Gab =
Aab +DauDbu
1 + v
. De ce fait, la somme
des deux derniers termes du membre de droite de (4.7) s’e´crit
Dc
auDcuDbuDabu+Dc
buDcuDauDabu =
2
(
DauDbuDabu
)2
1 + v
+
1
1 + v
AadDcduD
cuDbuDabu+
1
1 + v
AbdDcduD
cuDauDabu.
Utilisons la relation suivante :
(4.9) Dcdu = Ddcu− T ecdDeu,
on ve´rifie que
(4.10)
Dc
auDcuDbuDabu+Dc
buDcuDauDabu =
2
(
DauDbuDabu
)2
1 + v
+
1
2(1 + v)
AabDavDbv + E3 + E4.
ou` l’on a note´
E4 =
1
1 + v
AadT ecdT
f
baDeuDfuD
buDcu
et
E3 = − 3
1 + v
AabT ecbDeuD
cuDduDadu.
Ce dernier peut eˆtre transformer comme suit :
(1 + v)E3 = −3
2
AabT ecbDeuD
cuDav,
ce qui, compte tenu de (4.2) et la de´finition des composantes Aab, permet de ve´rifier que
(4.11) E3 =
3
2
`T ecbDeuD
cuDbu.
Reportons (4.8) et (4.10) dans (4.7), on obtient l’e´galite´ suivante :
AabDcabuD
cu =
AabDavDbv
2(1 + v)
+DcFD
cu− FDavD
au
1 + v
+ E3 + E4.
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Multiplions cette relation par 2 et reportons dans (4.4), l’e´galite´ qui en re´sulte s’e´crit sous
la forme :
AabDabv − A
abDavDbv
1 + v
= 2DcFD
cu− 2FDavD
au
1 + v
+2AabDcauDbcu+ 4E1 + E2 + 2E3 + 2E4.
Tenons compte de (4.2), on de´duit de l’e´galite´ pre´ce´dente la suivante :
(4.12)
AabDabv − A
abDavDbv
1 + v
+ `(1 + v)F = 2DcFD
cu+ 3`vF
+`F + 2AabDcauDbcu+ 4E1 + E2 + 2E3 + 2E4.
D’autre part, on a :
Dc(v1)D
cu = 2(1− µa)DcauDauDcu = (1− µa)DavDau
de sorte que le de´veloppement de DcFD
cu donne
2DcFD
cu = −4vDcvDcu+ 2(m− 1)(1− µa)DavDau
−2(1 + v1) 32 eu
[
v
∂[ρK(ρξ)]
∂ρ
(euξ) + (DcK)(e
uξ)Dcu
]
−3√1 + v1(1− µa)DavDaueuK(euξ).
Utilisons (4.2), on montre que
(4.13)
2DcFD
cu+ 3`vF + `F = `v3 + 3lv2 + (m− 1)l(1 + v2 + 2v + vv1)
−2(1 + v1) 32 eu
[
v
∂[ρK(ρξ)]
∂ρ
(euξ) + (DcK)(e
uξ)Dcu
]
−`(1 + v + 2v2)
√
1 + v1e
uK(euξ).
Supposons que
(4.14) v(ξ) ≥ C0 = 1 + 8r2maxΣr1,r2K.
L’e´galite´ (4.13) implique l’ine´galite´ suivante :
2DcFD
cu+ 3`vF + `F ≥ 2 [`− 3r2|DK(euξ)|] v2 + `v3
−6r2v 52
∣∣∣∣∂[ρK(ρξ)]∂ρ
∣∣∣∣ (euξ)
et donc, si ` ≥ `0 = 1 + 3r2‖K‖C 1(Σr1,r2 ), on obtient :
2DcFD
cu+ 3`vF + lF ≥ `v3 − 6r2v 52
∣∣∣∣∂[ρK(ρξ)]∂ρ
∣∣∣∣ (euξ).
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Reportons cette ine´galite´ dans (4.12), compte tenu de (4.14) et puisque |E2| ≤ C1v2, ou`
C1 est fonction de ‖T ‖∞, ‖DT ‖∞ et ‖R˜‖∞, |E4| ≤ C ′1v2 et, d’apre`s (4.11), |E3| ≤ C2`v
3
2 ,
ou` C ′1 et C2 ne de´pendent que de ‖T ‖∞, on ve´rifie que
AabDabv − A
abDavDbv
1 + v
+ `(1 + v)F ≥ −C3`v2 + `v3 + 2AabDcauDbcu
+4E1 − 6r2v 52
∣∣∣∣∂[ρK(ρξ)]∂ρ
∣∣∣∣ (euξ),
ou` C3 est une constante positive ne de´pendant que des constantes C1, C
′
1 et C2. Ainsi,
compte tenu de (4.3), on aboutit a` l’ine´galite´ suivante :[
`(v − C3)− 6r2v 12
∣∣∣∣∂[ρK(ρξ)]∂ρ
∣∣∣∣ (euξ)] v2 + 2AabDcauDbcu+ 4E1 ≤ 0.
De sorte que si
(4.15) v(X) ≥ C ′3 = 2C3 +
[
12r2
∥∥∥∥∂[ρK(ρξ)]∂ρ
∥∥∥∥
C 0(Σr1,r2 )
]2
,
on obtient :
(4.16) AabDcauDbcu+ 2E1 ≤ 0.
Maintenant, on de´veloppe le carre´ suivant :
K = GabGcd
(
Dadu− εDauDeuDedu− T laeDeuGld
)
(
Dbcu− DbuDeuDecu− T lbeDeuGlc
)
avec ε =
1
1 + v
pour voir que
(1 + v)K = AabDcauDbcu+ (1 + v)G
abGcdT
c
aeD
euT dbfD
fu
+2E1 − (1 + v)−1DauDbuDacuDcbu.
Il existe, alors, une constante positive C4 fonction de ‖T ‖∞, telle que
(4.17) AabDcauDbcu+ 2E1 ≥ −C4v(1 + v) + (1 + v)−1DauDbuDacuD cb u.
Utilisons (4.9), on montre que
DauDbuDacuD
c
b u = D
auDbuDcauD
c
bu− 2DauDbuDcauT ebcDeu
+GcdDauDbuT eacDeuT
f
bdDfu
et par suite
DauDbuDacuD
c
b u =
1
4
DavDav − (DbuDcv)T ebcDeu+GcdDauDbuT eacDeuT fbdDfu.
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Ainsi, tenons compte de (4.2) et (4.14), il existe une constante positive C5 fonction de
‖T ‖∞, telle que
DauDbuDacuD
c
b u ≥
`2
4
(1 + v)2v − C5`(1 + v) 32v.
Reportons cette ine´galite´ dans (4.17), on en de´duit que
AabDcauDbcu+ 2E1 ≥ (4−1`2 − C4)v(1 + v)− `C5v
√
1 + v.
Une ine´galite´ qui, compte tenu de (4.16), implique
(4−1`2 − C4)
√
1 + v − `C5 ≤ 0.
De sorte que pour ` assez grand, il existe une constante positive C6 telle que v(ξ) ≤ C6.
Ainsi, compte tenu de (4.14) et (4.15), on voit que
v(ξ) ≤ C7 = max(C0, C ′3, C6).
La de´finition de la fonctionnelle Γ montre que partout dans Σ, on a :
v ≤ (1 + C7)
(
r2
r1
)`
.
Le lemme est prouve´.
Lemme 2. Conservons les notations du lemme pre´ce´dent. Soient K ∈ C 1(E∗) et u ∈
C 3(Σ) une solution de l’e´quation suivante :
(4.18) AabDabu = −(v1 + v2)2 − v2 − (1 + e2uv2) 32 e−uK(euξ),
ou` l’on a note´
Aab(u) = (1 + e2uv1 + e
2uv2)G
ab − e2uDauDbu.
On suppose qu’il existe deux re´els r1 et r2 tels que 0 < r1 ≤ eu ≤ r2. Alors il existe une
constante positive C0 ne de´pendant que de la ge´ome´trie des varie´te´s (M, g) et (E, g˜), r1,
r2 et ‖K‖C 1(Σr1,r2 ) telle que |Du| ≤ C0 partout dans Σ.
De´monstration. Soient u ∈ C 3(Σ) une solution de (4.18), ` un re´el strictement positif fixe´
ulte´rieurement et Γ la fonctionnelle de´finie par
Γ(u) = ve`u.
En un point ξ ∈ Σ ou` Γ(u) atteint son maximum, supposons que v(ξ) ≥ 1. Signalons
qu’il suffit de majorer v(ξ), la de´finition de Γ permet de conclure. Les calculs qui suivent
seront e´value´s au point ξ et l’on a
(4.19)
DaΓ
Γ
=
Dav
v
+ `Dau = 0
et
AabDabΓ ≤ 0.
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Tenons compte de l’e´quation (4.18) satisfaite par u et notons
F = −v2 − v2 − (1 + e2uv2) 32 e−uK(euξ),
la dernie`re ine´galite´ s’e´crit comme suit :
AabDabv − A
abDavDbv
v
+ `vF ≤ 0.
Compte tenu de (4.19) et puisque AabDauDbu = v, on aboutit a`
(4.20) AabDabv − `2v2 + `vF ≤ 0.
Or
AabDabv = 2A
abD ca uDbcu+ 2A
abDabcuD
cu.
Une permutation de l’ordre des indices de de´rivation covariante dans le terme en de´rive´es
troisie`mes, celle-ci ge`ne`re des termes en torsion et en courbure, montre que
(4.21) AabDabv = 2A
abD ca uDbcu+ 2A
abDcabuD
cu+ 4E1 + E2,
ou` les termes E1 et E2 sont donne´s par
(4.22) E1 = −AabT dacDbduDcu
et
E2 = −2Aab
(
R˜d bac +DaT
d
bc − T hacT dhb
)
DduD
cu.
En particulier, il existe une constante positive C1 ne de´pendant que de ‖u‖∞, ‖T ‖∞,
‖DT ‖∞ et ‖R˜‖∞ telle que
(4.23) |E2| ≤ C1v2.
De´rivons une fois l’e´quation (4.18) dans la direction ec et saturons l’e´quation ainsi
obtenue par Dcu, il vient
(4.24) AabDcabuD
cu+ (DcA
ab)DcuDabu = DcFD
cu.
Le de´veloppement de (DcA
ab) montre que(
DcA
ab
)
DcuDabu = e
2uDcvD
cuGabDabu+ 2e
2uv2GabDabu
−2e2uvDauDbuDabu− e2u
[
Dc
auDcuDbuDabu+D
auDcuDc
buDabu
]
.
Une e´galite´ qui, compte tenu de l’e´quation (4.18) satisfaite par u et d’ou` l’on extrait la
valeur de GabDabu, s’e´crit sous la forme :(
DcA
ab
)
DcuDabu =
e2uF
1 + e2uv
(
DavD
au+ 2v2
)
−e2u [Dc auDcuDbuDabu+DauDcuDc buDabu]
+
e2u
1 + e2uv
(
e2uDcvD
cu− 2v)DauDbuDabu.
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Reportons dans (4.24), on obtient la relation suivante :
AabDcabuD
cu = DaFD
au− e
2uF
1 + e2uv
(
DavD
au+ 2v2
)
+e2u
[
Dc
auDcuDbuDabu+D
auDcuDc
buDabu
]
− e
2u
1 + e2uv
(
e2uDcvD
cu− 2v)DauDbuDabu.
Or, Dav = 2D
buDabu. Donc, la pre´ce´dente s’e´crit sous la forme :
(4.25)
AabDcabuD
cu = DaFD
au− e
2uF
1 + e2uv
(
DavD
au+ 2v2
)
+e2u
[
2−1Dc auDcuDav +DauDcuDc buDabu
]
− e
4u
2(1 + e2uv)
DavD
auDbvD
bu+
ve2u
1 + e2uv
DavD
au.
Usons de la commutation
(4.26) Dcdu = Ddcu− T ecdDeu,
on peut e´crire l’e´galite´ (4.25) sous la forme :
(4.27)
AabDcabuD
cu = DaFD
au− e
2uF
1 + e2uv
(
DavD
au+ 2v2
)
+ 2−1e2uDavDav
− e
4u
2(1 + e2uv)
DauDbuDavDbv +
ve2u
1 + e2uv
DavD
au+ 2−1E3 + E4,
ou` les termes E3 et E4 sont donne´s par
E3 = −3e2uT eabDeuDauDbv
et
E4 = e
2uGadDcuDduT eacT
f
bdDeuDfu.
Remarquons qu’il existe une constante positive C2 ne de´pendant que de ‖u‖∞ et ‖T ‖∞
telle que
(4.28) |E4| ≤ C2v2.
D’une part, tenons compte de (4.19), on voit que le terme E3 s’e´crit sous la forme :
E3 = 3`e
2uvT eabDeuD
auDbu.
D’ou`, l’existence d’une constante positive C3 ne de´pendant que de r2 et ‖T ‖∞ telle que
(4.29) |E3| ≤ C3`v 52 .
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D’autre part, l’e´galite´ (4.27) donne la suivante :
AabDcabuD
cu = DaFD
au+ (`− 2) e
2uv2F
1 + e2uv
+
`(`− 2)e2uv3
2(1 + e2uv)
+ 2−1E3 + E4.
Multiplions cette relation par 2 et reportons dans (4.21), on obtient l’e´galite´ suivante :
AabDabv = 2DaFD
au+ 2(`− 2) e
2uv2F
1 + e2uv
+ 2AabD ca uDbcu
+
`(`− 2)e2uv3
1 + e2uv
+ 4E1 + E2 + E3 + 2E4.
Par suite, l’ine´galite´ (4.20) se transforme comme suit :
(4.30)
−`v
2(`+ 2e2uv)
1 + e2uv
+
(3`− 4)e2uv + `
1 + e2uv
vF
+2DaFD
au+ 2AabD ca uDbcu+ 4E1 + E2 + E3 + 2E4 ≤ 0.
A pre´sent, remarquons que
Dav2D
au = 2µbD
auDbuDabu = µaD
auDav
de sorte que le de´veloppement de DaFD
au donne
DaFD
au = −2vDavDau− µaDavDau+ (1 + e2uv2) 32ve−uK(euξ)
−(1 + e2uv2) 32
[
v
∂[K(ρξ)]
∂ρ
(euX) + e−u(DaK)(euξ)Dau
]
−3
2
(1 + e2uv2)
1
2 (µaD
avDau+ 2vv2)e
uK(euξ),
ce qui, compte tenu de (4.19), montre que
DaFD
au = 2`v3 + `vv2 + (1 + e
2uv2)
3
2ve−uK(euξ)
−(1 + e2uv2) 32
[
v
∂[K(ρξ)]
∂ρ
(euξ) + e−u(DaK)(euξ)Dau
]
+
3
2
(`− 2)(1 + e2uv2) 12vv2euK(euξ).
Reportons dans (4.30), tenons compte de l’expression de F , l’ine´galite´ qui en re´sulte
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s’e´crit :
(`+ 4)v3 − 2`v2 + (4− 3`)vv2 − `(`− 2)v
2
1 + e2uv
+
2`(`− 2)v(v2 − v2)
1 + e2uv
−2(1 + e2uv2) 32
[
v
∂[K(ρξ)]
∂ρ
(euξ) + e−u(DaK)(euξ)Dau
]
−(`− 2)(1 + e2uv2) 12 e−uK(euξ)
[
v +
2e2uvv1
1 + e2uv
]
+2AabD ca uDbcu+ 4E1 + E2 + E3 + 2E4 ≤ 0.
Or v2 ≤ v et 1 ≤ v. Donc, supposons ` ≥ 2, on obtient :
`v3 − `(`+ 5)v2 + 2AabD ca uDbcu+ 4E1 + E2 + E3 + 2E4
−2(1 + e2uv2) 32
[
v
∂[K(ρξ)]
∂ρ
(euξ) + e−u(DaK)(euξ)Dau
]
−(`− 2)(1 + e2uv2) 12 e−uK(euξ)
[
v +
2e2uvv1
1 + e2uv
]
≤ 0.
Ainsi, compte tenu de (4.23), (4.28) et (4.29), il existe une constante positive C4, fonction
de C1, C2, C3, ‖K‖∞, ‖DK‖∞ et ‖u‖∞, telle que
(4.31) `v3 − C4`2v 52 + 2AabD ca uDbcu+ 4E1 ≤ 0.
Pour conclure a` partir de (4.31), on de´veloppe le carre´ suivant :
K = GabGcd
(
Dadu− εDauDeuDedu− T laeDeuGld
)
(
Dbcu− εDbuDeuDecuT lbeDeuGlc
)
avec ε =
e2u
1 + e2uv
pour voir d’abord que
(1 + e2uv)K = AabDcauDbcu(1 + e
2uv)GabGcdT
c
aeD
euT dbfD
fu
+2E1 − e
2u
1 + e2uv
DauDbuDacuD
c
bu
et de la positivite´ de K et par un raisonnement analogue a` celui de la fin de la preuve du
lemme 1, on montre qu’il existe deux constantes positives C5 et C6 ne de´pendant que de
‖u‖∞ et ‖T ‖∞ telles que
AabDcauDbcu+ 2E1 ≥ (4−1`2 − C5)v2 − C6`v
3
2 .
Reportons dans (4.31) et simplifions par v
3
2 , on obtient :
(4.32) `v(
√
v − `C4) + (2−1`2 − 2C5)
√
v ≤ 2`C6.
Posons ` = 2
√
C5 + 1 ≥ 2, on voit que 2−1`2 − 2C5 = 1 et si
v(ξ) ≥ (`C4 + 1)2,
alors, d’apre`s (4.32), v(ξ) ≤ (2`C6)2. En conclusion, v(ξ) ≤ max ((`C4 + 1)2, (2`C6)2) et
le lemme est prouve´.
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5 Preuve des re´sultats
5.1 Preuve du the´ore`me 1
On conside`re la fonction u = − log(K). L’hypothe`se faite sur K implique que
u = u ◦ pi partout dans E∗.
Notons par pi∗ l’application line´aire tangente de pi de sorte que
Du(Y ) = Du (pi∗(Y )) pour tout Y ∈ TE.
Or, en tout point ξ ∈ E∗, l’espace vertical de TξE n’est autre que le noyau de pi∗|TξE. Il
en de´coule que, pour toute direction verticale α,
Dαu = 0.
Et comme Deαeβ est un champ de vecteurs vertical. La de´finition de la de´rive´e covariante
montre que, pour α, β ∈ {n+ 1, ..., n+m− 1}, on a :
Dαβu = 0.
Reportons dans l’e´quation (3.6), on voit que la courbure moyenne verticale du graphe
ξ ∈ Σ 7→ eu(ξ)ξ est donne´e par
Mv(euξ) = K(ξ) = K(euξ), pour tout ξ ∈ Σ.
D’ou` le re´sultat.
5.2 Preuve du the´ore`me 2
Rappelons que K ∈ C∞(E∗) est une fonction partout strictement positive donne´e et
qu’on suppose l’existence de deux re´els r1 et r2 dans ]0,+∞[, r1 ≤ 1 ≤ r2, ve´rifiant
(5.1)

K(ξ) >
m− 1
‖ξ‖ si ‖ξ‖ < r1
K(ξ) <
m− 1
‖ξ‖ si ‖ξ‖ > r2.
Chercher un graphe radial Y sur Σ a` courbure moyenne verticale donne´e par K revient,
d’apre`s les calculs de la seconde section, a` re´soudre dans Σ l’e´quation suivante :
(5.2)
∑
n+1≤α,β≤n+m−1
Bαβ(u)Dαβu = (m− 1)(1 + v1)− (1 + v1) 32 euK(euξ).
La de´monstration qu’on donne ici est une adaptation de celle du the´ore`me 3 dans [4]. On
note Σ′ = {ξ ∈ E | r1 ≤ ‖ξ‖ ≤ r2}, ν le champ radial unitaire et r la fonction r(ξ) = ‖ξ‖.
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Soit w ∈ C∞(Σ′), on de´signe par w˜ la restriction de w a` Σ que l’on prolonge en une
constante radiale et on note
v1(w) = (1− µa)DawDaw, v2(w) = µaDawDaw, v(w) = v1(w) + v2(w),
Aab(w) =
(
1 + r2v1(w˜) + r
(1−µa)(1−µb)v2(w˜)
)
Gab − r2−µa−µbDaw˜Dbw˜,
F (w) = (m− 1)[1 + r2v1(w˜)]−
[
1 + r2v1(w˜)
]3/2
ew˜K
(
ew˜
ξ
‖ξ‖
)
,
B(w) = (m− 1) [1 + r2v1w˜) + v2(w˜)]− r2v1(w˜).
Pour t ∈ [0, 1] et w ∈ C∞(Σ′), de´signons par Tt(w) = ut l’unique solution du proble`me
de Neumann
(5.3)
 Dννu+ A
ab(w)r2−µaµbDabu− u = t [−w˜ + F (w)] +Dννw
+rB(w)Dνw dans Σ
′
Dνu = 0 sur ∂Σ
′.
La preuve de l’existence d’une solution ut ∈ C2,α(Σ′) de (5.3) est tre`s classique, on ren-
voie a` [1] et [5], voir aussi [6], quant a` l’unicite´, elle de´coule du principe du maximum.
L’e´quation (5.3) e´tant elliptique, on en de´duit qu’il existe une constante positive C telle
que
‖ut‖C 2,α(Σ′) ≤ C.
Or toutes les donne´es sont de classe C∞, par re´gularite´, la solution ut l’est aussi. En
particulier, e´tant donne´e une partie B borne´e de C∞(Σ′), il existe u˜t ∈ C∞(Σ′) ainsi
qu’une suite de re´els positifs (Ck)k≥0 telle que, quel que soit (t, w) ∈ [0, 1] × B et pour
tout entier k ≥ 0, on ait :
(5.4) ‖ut‖C k(Σ′) ≤ Ck.
Il en de´coule que l’ope´rateur Tt de´fini sur C∞(Σ′) est compact. Il en est de meˆme de
l’ope´rateur T de´fini de [0, 1]× C∞(Σ′) vers C∞(Σ′) par
(5.5) T (t, w) = w − Ttw
et l’on veut montrer que l’e´quation
(5.6) T (t, u) = 0, pour t ∈ [0, 1],
admet une solution dans C∞(Σ′). Si une telle solution existe, celle-ci, note´e ut, est une
constante radiale. En effet, ut ve´rifie le syste`me suivant :
(5.7)
 A
ab(ut)r
2−µaµbDabut − ut = t [−u˜t + F (ut)] + rB(ut)Dνut dans Σ′
Dνut = 0 sur ∂Σ
′,
ou` l’on a note´ par u˜t le prolongement en une constante radiale de la restriction a` Σ de ut.
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De´rivons radialement l’e´quation (5.7) et multiplions par r l’e´quation ainsi obtenue. Du
fait que Dνr = 1 et puisque u˜t est une constante radiale, il en de´coule que
(5.8)
rDν
[
Aab(ut)
]
r2−µaµbDabut + (2− µaµb)r2−µaµbAab(ut)Dabut
+Aab(ut)r
2−µaµbrDνabut − rDνut = trDνF (ut)
+B(ut)(rDνut + r
2Dννut) + r
2DνutDνB(ut).
D’abord, d’apre`s les calculs de la premie`re section,
(5.9) Dea(rν) = (1− µa)ea,
ou` µa vaut 1 ou 0 selon que la direction ea est horizontale ou verticale. Ainsi, usons de la
de´finition de la de´rive´e covariante, on peute´crire :
Dea(rDνu) = D
2u(ea, rν) +Du (Dea(rν)) = rDν(Dau) + (1− µa)Dau.
On en de´duit que
rDν(Dau) = Dea(rDνu)− (1− µa)Dau
et, en particulier, pour une fonction u radialement constante, on a
(5.10)
rDνv1(u) = 2(1− µa)Da(rDνu)Dau− 2v1(u) = −2v1(u),
rDνv2(u) = 2µaD˜a(rDνu)D˜
au+ 2v2(u)rDνu = 0.
Combinons (5.10) avec le fait que u˜t est une fonction radialement constante, on obtient :
rDν
[
r2v1(u˜t) + v2(u˜t)
]
= 0.
Ainsi, l’e´quation (5.8) se re´duit a` la suivante :
(5.11)
(2− µaµb)r2−µaµbAab(ut)Dabut + Aab(ut)r2−µaµbrD2n,abut
+(1− µa)(1− µb)r3−µa−µbv2(u˜t)GabDabut − rDνut
= −tr [r2v1(u˜t) + v2(u˜t)]2 +B(ut)(rDνut + r2Dννut).
D’autre part, la de´finition de la de´rive´e covariante nous permet d’e´crire que
Dab(rDνu) = D
2(rDνu)(ea, eb) = Dea [D(rDνu)(eb)]−D(rDνu)(Deaeb).
D’ou`
Dab(rDνu) = ea [Deb (Du(rν))]− (Deaeb)Du(rν)
= Dea(D
2u(eb, rν) +DeaDu (Deb(rν))
−D2u (Deaeb, rν)−Du
(
DDeaeb(rν)
)
et par suite
Dab(rDνu) = D
3u(ea, eb, rν) +D
2u (eb, Dea(rν)) +D
2u (ea, Deb(rν))
+Du (Dea(Deb(rν)))−Du
(
DDeaeb(rν)
)
.
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Or, la relation (5.10) permet d’e´crire que
Du (Dea(Deb(rν))) = (1− µb)Du (Deaeb)
et
Du
(
DDeaeb(rν)
)
= (1− µb)Du (Deaeb) .
Ainsi, usons a` nouveau de (5.10), on obtient :
Dab(rDνu) = D
3u(ea, eb, rν) + (2− µa − µb)D2u(ea, eb)
et d’apre`s la de´finition de la connexion D et celle de la de´rive´e covariante, on voit que
(5.12) Dab(rDνu) = rDν(Dabu) + (2− µa − µb)Dabu.
Eu e´gard a` l’expression (2.4) donnant l’expression de la courbure de D et dont de´coule
l’e´galite´ Dabνu = Dνabu. Reportons (5.12) dans (5.11), on obtient :
(5.13)
Aab(ut)r
2−µaµbDab(rDνut) + (µa + µb − µaµb)r2−µaµbAab(ut)Dabut
+(1− µa)(1− µb)r3−µa−µbv2(u˜t)GabDabut − rDνut
= B(ut)(rDνut + r
2Dννut)− tr
[
r2v1(u˜t) + v2(u˜t)
]2
.
Rappelons que l’e´quation de Gauss et les calculs de la seconde section impliquent que
pour deux fonctions u1, u2 ∈ C 2(Σ′) ayant les meˆmes valeurs sur Σ, on a :
(5.14) Dabu1 = Dabu2 + (1− µa)GabDν(u1 − u2), a, b ≤ n+m− 1.
Or u˜t = (ut)|Σ. Donc, tenons compte de (5.14) et du fait que Dνut est nul sur Σ, l’e´quation
(5.13) montre que, partout dans Σ, on a :
(5.15) (µa + µb − µaµb)Aab(ut)Dabu˜t + (1− µa)v2(u˜t)Daau˜t = −t [v1(u˜t) + v2(u˜t)]2 .
La fonction u˜t e´tant une constante radiale, il en de´coule que celle-ci ve´rifie l’e´quation
(5.16)
(µa + µb − µaµb)r2−µa−µbAab(ut)Dabu˜t + (1− µa)r2(1−µa)v2(u˜t)Daau˜t
= −t [r2v1(u˜t) + v2(u˜t)]2
partout dans Σ′. D’autre part, restreignons (5.7) a` Σ, l’usage de (5.14) montre que la
fonction u˜t ve´rifie, partout dans Σ, l’e´quation suivante :
Aab(ut)Dabu˜t − u˜t = t [−u˜t + F (u˜t)]
et par soustraction de l’e´quation (5.15) de cette dernie`re, on voit que, partout dans Σ, on
a : ∑
n+1≤α,β≤n+m−1
Bαβ(ut)Dαβu˜t − u˜t = t [−u˜t + (m− 1) (1 + v1(u˜t))]
−t
[
1 + v1(u˜t)
] 3
2
eu˜tK(eu˜tξ).
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La fonction u˜t e´tant une constante radiale, il en de´coule que celle-ci ve´rifie l’e´quation
(5.17)
(1− µa)(1− µb)r2−µa−µbAab(ut)Dabu˜t − (1− µa)r3(1−µa)v2(u˜t)Daau˜t
−u˜t = t
{
−u˜t + (m− 1) [1 + v1(u˜t)]− [1 + v1(u˜t)]3/2 eu˜tK(eu˜tξ)
}
partout dans Σ′. Multiplions (5.16) par r et sommons l’e´quation ainsi obtenue avec (5.17),
montre que u˜t est une autre solution de (5.7). En particulier, on ve´rifie que
Aab(u˜t)r
2−µaµbDab(u˜t − ut)− (u˜t − ut) = rB(u˜t)Dν(u˜t − ut) dans Σ′
Dν(u˜t − ut) = 0 sur ∂Σ′.
Le principe du maximum implique que u˜t = ut partout dans Σ1,2. Ceci montre que ut est
une constante radiale solution dans Σ du syste`me suivant :
(5.18)
Aab(ut)Dabut − ut = t [−ut + F (ut)]∑
n+1≤α,β≤n+m−1
Bαβ(ut)Dαβut − ut = t [−ut + (m− 1) (1 + v1(ut))]
−t [1 + v1(ut)]3/2 eutK(eutξ).
A pre´sent, on montre que ut est estime´e a` priori dans C 0(Σ). Une majoration a priori se
de´duit imme´diatement du principe du maximum. Soit ξ ∈ Σ un point ou` ut atteint son
maximum. Si ut(ξ) > log(r2), l’hypothe`se de croissance (5.1) faite sur K combine´e avec
(5.18) implique qu’au point ξ, on aura
0 ≥ Daaut = (1− t)ut + t(m− 1)− teutK(eutξ) > 0
ce qui constitue une contradiction, eu e´gard au fait que log(r2) ≥ 0. La minoration
ut ≥ log(r1) s’obtient par analogie en conside´rant un point ou` ut atteint son minimum.
La fonction ut ve´rifiant la premie`re e´quation dans (5.18), d’apre`s le lemme 1 elle est
estime´e a priori dans C 1(Σ). La the´orie classique des e´quations uniforme´ment elliptiques,
cf. [5] ou [7], assure l’existence d’un re´el c1 > 0 tel que
‖ut‖C 1,α(Σ) < c1
D’autre part, les ine´galite´s de Schauder implique l’existence d’une constante positive C
telle que
‖ut‖C 2,α(Σ) < C
[‖ut‖C 0(Σ) + ‖F‖C 0,α(Σ′)]
et donc il existe une constante positive c2 telle que
‖ut‖C 2,α(Σ) < c2.
Supposons donc que que pour tout s ≤ k, pour un k ≥ 2, on ait :
‖ut‖C s,α(Σ) < cs.
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L’e´quation obtenue en de´rivant (k − 1) fois la premie`re e´quation dans (5.18) s’e´crit loca-
lement sous la forme
AabDab(Di1i2...ik−1ut) = Hi1i2...ik−1 ,
ou` le second membre Hi1i2...ik−1 ne de´pend que des de´rive´es covariantes de ut d’ordre ≤ k.
Il est donc borne´ dans C 0,α(Σ′), et il en de´coule, d’apre`s les ine´galite´s de Schauder, que
‖D(k−1)ut‖C 2,α(Σ) < Ck+1, et par suite
‖ut‖C k+1,α(Σ) < ck+1.
On vient ainsi d’e´tablir par re´currence l’existence de re´els positifs ak tels que
(5.19) ‖ut‖C k(Σ′) < ak.
Eu e´gard au fait que ut est radialement constante. On note B la pseudo-boule de´finie par
B = {u ∈ C∞(Σ′) | ‖u‖C k(Σ′) < ak}.
Compte tenu de (5.19), l’e´quation (5.6) n’admet pas de solution u sur le bord ∂B de B.
La de´formation T est donc une homotopie compacte sur le bord de BR. En conse´quence,
d’apre`s le the´ore`me de Nagumo [8], le de´gre´ de T en 0 relativement a` B ne de´pend pas
de t. Ainsi, pout tout t ∈ [0, 1], on a :
(5.20) d(T (t, .), 0, B) = d(T (0, .), 0, B) = γ.
Or, pour t = 0, la fonction u0 = 0 est l’unique solution de (5.6) et l’on montre aise´ment
que pour w ∈ C∞(Σ′), (du0T0)(w) = u, ou` u est l’unique solution du proble`me suivant :
(5.21)

Dννu+ r
2−2µaDaau+ µa log(r)D
a
au− u = Dννw + (m− 1)rDνw dans Σ′
Dνu = 0 sur ∂Σ
′.
A pre´sent, si w ∈ ker[id− (du0T0)], celle-ci sera solution du proble`me suivant :
r2−2µaDaaw + µa log(r)D
a
aw − w = (m− 1)rDνw dans Σ′
Dνw = 0 sur ∂Σ
′.
Un raisonnement analogue a` celui qui pre´ce`de montre que w est une constante radiale.
Celle-ci e´tant identiquement nulle sur Σ, donc partout nulle et par suite
(5.22) ker[id− (du0T0)] = {0}.
Or, d’apre`s sa de´finition (5.21) et en raisonnant comme auparavant, on ve´rifie que du0T0
est un ope´rateur compact, et donc, tenons compte de (5.22), le the´ore`me d’alternative de
Fredholm implique que l’ope´rateur id − (du0T0) est inversible. En conse´quence 0 est un
point re´gulier pour id − T0. Ainsi, dans (5.20), γ = ±1 et en particulier, l’ope´rateur T1
admet un point fixe qui est une constante radiale de classe C∞(Σ) solution de (5.2).
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5.3 Preuve du the´ore`me 3
Soit K ∈ C∞(E∗) une fonction donne´e telle qu’il existe deux re´els strictement positifs r1
et r2, r1 ≤ 1 ≤ r2, ve´rifiant
(5.23) K(ξ) > 0 si ‖ξ‖ < r1 et K(ξ) < 0 si ‖ξ‖ > r2.
La recherche d’un graphe radial sur Σ a` courbure moyenne horizontale donne´e par K,
revient, d’apre`s les calculs du second paragraphe de la seconde section, a` re´soudre sur Σ
l’e´quation suivante :
(5.24)
∑
1≤i,j≤n
Cij(u)Diju = −v2 − (1 + e2uv2) 32 e−uK(euξ).
Conservons les notations de la preuve du the´ore`me 2 mais, avec la convention qu’ici
Aab(w) =
(
1 + r2+µaµbe2w˜v1(w˜) + e
2w˜v2(w˜)
)
Gab − r2−µa−µbe2w˜Daw˜Dbw˜,
F (w) = −v2(w˜)− [1 + e2w˜v2(w˜)] 32 e−w˜K
(
ew˜
ξ
‖ξ‖
)
− r[r2v1(w˜) + v2(w˜)]2
B(w) = (m− 1)[1 + r2e2w˜v1w˜) + e2w˜v2(w˜)]− r2e2w˜v1(w˜).
Pour t ∈ [0, 1] et w ∈ C∞(Σ′), de´signons par Tt(w) = ut l’unique solution du proble`me
de Neumann
(5.25)

Dννu+ A
ab(w)rδabDabu− u = t
[
− w˜ + F (w)
]
+Dννw
+rB(w)Dνw dans Σ
′
Dνu = 0 sur ∂Σ
′,
ou` δab = 3− µa − µb − µaµb. L’e´quation (5.25) e´tant elliptique et toutes les donne´es sont
de classe C∞, un raisonnement analogue a` celui qui pre´ce`de implique l’existence de re´els
positifs (Ck)k≥0 telle que, quel que soit t ∈ [0, 1] et pour tout entier k ≥ 0, on ait :
‖u˜t‖C k(Σ′) ≤ Ck.
Il en de´coule que l’ope´rateur Tt est compact, il en est de meˆme de l’ope´rateur T de´fini de
[0, 1]× C∞(Σ′) vers C∞(Σ′) par
T (t, w) = w − Ttw
et l’on veut montrer que l’e´quation
(5.26) T (t, u) = 0, pour t ∈ [0, 1],
admet une solution dans C∞(Σ′). Si une telle solution existe, celle-ci, note´e ut, est une
constante radiale. En effet, ut ve´rifie le syste`me suivant :
(5.27)
 A
ab(ut)r
δabDabut − ut = t [−u˜t + F (ut)] + rB(ut)Dνut dans Σ′
Dνut = 0 sur ∂Σ
′,
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ou` l’on a note´ par u˜t le prolongement en une constante radiale de la restriction a` Σ de ut.
De´rivons radialement (5.27) et multiplions par r l’e´quation ainsi obtenue. Les calculs
mene´s pour prouver le the´ore`me 2 montrent
(5.28)
Aab(ut)r
δabDab(rDνut) + δabr
δabAab(ut)Dabut
+µaµbr
5−µa−µbe2u˜tv1(u˜t)GabDabut − rDνut
= B(ut)(rDνut + r
2Dννut)− tr
[
r2v1(u˜t) + v2(u˜t)
]2
.
Or u˜t = (ut)|Σ. Donc, tenons compte de (5.14), preuve du the´ore`me 2, et du fait que
Dνut est nul sur Σ, l’e´quation (5.28) montre que, partout dans Σ, on a :
(5.29) (1− µaµb)Aab(ut)Dabu˜t + µae2u˜tv1(u˜t)Daau˜t = −t [v1(u˜t) + v2(u˜t)]2 .
D’autre part, restreignons (5.27) a` Σ, l’usage de (5.14), preuve du the´ore`me 2, montre
que la fonction u˜t ve´rifie, partout dans Σ, l’e´quation suivante :
Aab(ut)Dabu˜t − u˜t = t [−u˜t + F (u˜t)]
et par soustraction de l’e´quation (5.29) de cette dernie`re, on voit que
(5.30)
∑
1≤i,j≤n
Cij(ut)Dijut − ut = t [−ut − v2(ut)]
−t [1 + e2utv2(ut)] 32 e−utK(eutξ).
La fonction u˜t e´tant une constante radiale, une combinaison des e´quations (5.29) et (5.30),
montre que u˜t est une autre solution de (5.27). En particulier, on ve´rifie que A
ab(u˜t)r
δabDab(u˜t − ut)− (u˜t − ut) = rB(u˜t)Dν(u˜t − ut) dans Σ′
Dν(u˜t − ut) = 0 sur ∂Σ′.
Le principe du maximum montre que u˜t = ut partout dans Σ
′. Ceci montre que ut est une
fonction radialement constante solution dans Σ du syste`me :
(5.31)

Aab(ut)Dabut − ut = t [−ut + F (ut)]
Cij(ut)Dijut − ut = t [−ut − v2(ut)]− t
[
1 + e2utv2(ut)
] 3
2 e−utK(eutξ).
Une telle solution est estime´e a` priori dans C 0(Σ). En effet, une majoration a priori se
de´duit imme´diatement du principe du maximum. Soit ξ ∈ Σ un point ou` ut atteint son
maximum. Si ut(ξ) > log(r2), l’hypothe`se de croissance (5.23) faite sur K combine´e avec
(5.31) implique qu’au point ξ, on aura
0 ≥ Daaut = (1− t)ut − te−utK(eutξ) > 0
ce qui constitue une contradiction, eu e´gard au fait que log(r2) ≥ 0. La minoration
ut ≥ log(r1) s’obtient par analogie en conside´rant un point ou` ut atteint son minimum.
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La fonction ut ve´rifiant la premie`re e´quation dans (5.31), le lemme 2 implique, via la
the´orie classique des e´quations uniforme´ment elliptiques, que
‖ut‖C 1,α(Σ) < Cste.
Ainsi en raisonnant par re´currence comme auparavant, compte tenu du fait que ut est
radialement constante, on conclut a` l’existence de re´els positifs ak tels que
‖ut‖C k(Σ′) < ak.
Ceci nous permet d’appliquer le meˆme argument topologique que celui utilise´ pour prouver
le the´ore`me 2 pour affirmer l’existence d’un point fixe de T1 et l’on voit, d’apre`s (5.31),
que celui-ci est solution de (5.24).
5.4 Remarques
1- Expliquons ici en quel sens l’hypothe`se de croissance du the´ore`me 2 est la meilleure
possible. Soit K ∈ C∞(E∗) une fonction strictement positive. On suppose qu’il existe un
re´el a ∈]0, 1[ tel que
K(ξ) ≤ a(m− 1)‖ξ‖ , ξ ∈ E∗.
Alors il n’existe pas de solution de classe C 2(Σ) de l’e´quation (5.2) ci-dessus. En effet, si
une telle solution existe, on aura
(5.32)
∑
n+1≤α,β≤n+m−1
Bαβ(u)D˜αβu ≥ (m− 1)(1 + v1)− a(m− 1)(1 + v1)3/2.
En un point ξ ∈ Σ ou` u atteint son maximum, on a : v1(ξ) = 0 et dans un repe`re
G-orthonorme´ diagonalisant (Dαβu(ξ)), (5.32) s’e´crit au point ξ sous la forme
(5.33)
∑
n+1≤α≤n+m−1
Dααu ≥ (m− 1)(1− a).
Or, pour tout α, Dααu(ξ) ≤ 0. Reportons dans (5.33), on voit que 1 ≤ a ce qui est
contradictoire.
On obtient la meˆme conclusion s’il existe un re´el b > 1 tel que
K(X) ≥ b(m− 1)‖ξ‖ , ξ ∈ E∗.
2- Enfin, on pre´sente ici un exemple de non-unicite´, meˆme a` homothe´tie pre`s, l’hypothe`se
de monotonicite´ (1.2) e´tant satisfaite. Pour cela, conside´rons le cas ou` la fonction prescrite
est
K(ξ) =
m− 1
‖ξ‖ , ξ ∈ E∗.
Celle-ci ve´rifie l’hypothe`se de monotonicite´ (1.2). En effet, partout dans E∗, on a :
∂ [ρK(ρξ)]
∂ρ
= 0, quel que soit ξ ∈ Σ.
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La courbure moyenne verticale du fibre´ Σr est donne´e par K. D’autre part, si w ∈ C∞(M),
les calculs mene´s pour prouver le the´ore`me 1 montrent que la courbure moyenne verticale
du graphe Yw˜, ou` w˜ = w ◦ pi est le rele`vement vertical de w a` E∗, est aussi donne´e par
K et pourtant les hypersurfaces Σr et Yw˜ ne sont pas homothe´tiques si w n’est pas une
constante.
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